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SULLA RIDUZIONE 
DEI S ISTEMI  L INEARI  DI CURVE ELL ITT ICHE 
80PRA UN TEOREMA GEh'~gALR 
DELLE CURVE ALGEBRICHE DI GENERE p. (*) 
Per G. B. Guooia 
(Se.duta del U fibbrajo 1887) 
z. Un slstema llneare di curve algebriche plane/~ definito da tre 
humeri che rivestono il carattere invarianti:,~ per qualsiasi trasformazione 
birazionale del piano, cio~: 
?, il genere del sistema, ossia il genere delle curve del slstema; 
1), il .umero &lie intersqioni mobili di due curve qualunque deI 
sistema; 
k, le dimensioni del sistema, ossia il numero dei parametri arbi.. 
trari da cui dipendono, linearmente, i coefficienti deUa curv~ generlca 
dd sistema. 
Per ogni singolo valore di p,  il problema della ridu;~ione dei si- 
stemi lineari consiste: nell' indicare tutt' i sistemi o'o~mz ur~Mo, cui 
possibile di pervenire mediante trasforma~,ioni biraz, ionali clel piano (in 
particolare trasforma~.ioni quadratiche), per ognuno dei quali rordine non 
b suscettibile di essere abbassato da alc, na ulteriore trasforma~.ione anivoca. 
NeUa precedente ricerca (Gz)abbiamo dimostrato, per p = o, 
che i sistemi lineari di curve razionali ammettono i seguenti sistemi 
d' ordine minimo : 
[A]. Un sistema dell'ordine -~ (D + 2), dotato d' un punto base 
ordinario di grado-~ D e d' un punto base semplice a distanza finita 
(?r ~ D + x). 
(~ La presente Sota fa seguito alia Memoria : ~ GensraliT~a~io.e dl un tcortma 
di NOlher ~ pubblir in questi Rendlconti (Vol. I, p. x J9-I $6). Mi $i permetta qulndi 
di supporre nel lettore la r di detto lavoro, the indichcr0 col simbolo (Gz) 
a fine di facilltarne i frequem| richiami. 
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[B]. Un sistema dell' ordine § (D + t + 0 (o ~ s _ D - -  '9, 
dotato d'un punto base dl grado .~-(D + s -  x) con  s tangenti.fissr 
(distinte o coinddenti) comuni a tutte le curve (k ~ D 4- z). 
[C]. Un sistema di coniche senza punti comuni (D = 4, k ~'5), 
[D]. La rete delle rette del piano (D = z, k .= z). 
Supposto pol, che nel sistema primitivo le curve non fossero vin- 
colate da alcun'altra condizione tranne quelle assorbite dai punti base, 
abbiamo tratto il teorenaa : 
k .= D + x (,)  
per qualunque sistema lineare di genere iero determinato dai punti base; 
e quindi il teorema generale : 
k = D-  p + I (*) (0 
rehtlvo a qualunque sistema lineare di genere p ,  determinato dai punti 
base, e tale cbe in esso sia contenuto uno (almeno) sistema lineare di ge- 
here zero. 
Nella presente Nota, adoperando gli stessi metodi, mi propongo 
di trattare i! problema della ridu~ione per il caso p = x. 
Mostrerb poi come it teorema (z) comprenda nche i sistemi li- 
marl, determinati dai punti base, i quali contengano uno (ahneno) sistema 
lineare di curve dlittiche in cui k > z. 
In ordine alla riduzione dei sistemi lineari di r ellittlche far6 
anzitutto notare, che il r k = I ~ s~/tto gi,~ trattato dal prof. Ber- 
t in i  ('*), il quale ha dlmostrato the: Un fascio di curve di genere 
uno ~ deducibile per trasformaz, ioni quadratiche da un fascio di curve di 
ordine 3m con novel, anti base multipli secondo lo stesso numero m. (***) 
(') Ques:o teorema fu da me enunclato, per la prima volta, net Comptet Rtn- 
dut, t. CIIr, p. 594. 
(") Ricoreb# sulle lrarforma~ionl unioocb~ i~volulorie n~l piano, n t $ 9 9 (~Innalt 
di Matematica, VIII s ). 
('*') Le curve d'ordine 3m con 9 punti m.plI son~ state amplamente s udiate 
dal signor H a I p h e n nella Memoria : Sue let r planer du tixi~ac &trt t~ neuf 
tTx 
a. Supponhmo, da .prima, che il sistema iineare [S], di genere 
uno, sia dotato di v punti base ordinari, dati eomunque, dei gradi 
r,, r,,  . . . ,  r,, dove r, > r, > . . .  ~ %. 
Si avranno allora 1r relazioni :
d'onde 
Zr i  (r,  - -  l )  - -  (n - -  r)  (n - -  2) - -  2 ( j )  
t 
2]t,  = . '  - -  D, CO 
t 
Zr ,  == 3n - -  D.  (5)  
Ci6 posto, per dimostrare il teorema : r, + r, + r, > n per 
v ~ 3, basra adoperare il procedimento del n ~ 3 (Gz). (*) 
Dalle (4)e (5) si ottiene :
r3Zr ,~Z~=,  n(3r,--n)-- D(r3 --  x)--r~(rt + r,) + ~t + ~. 
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polnlt doubler (Bulletin de la $ociBt Malhtmatiqu8 d# Francs. t. X ,  p. t6a). Se ! 9 
punt[ sono datl ad arbltrio, per rn > t la curva non eslste. Ma se per essl ne pJsst 
una, allots ne passano infinite, formanti un fascio, ed i 9 punt[ giacclono soprJ 
una~ ed una sola, curva de[ in ordine. ~ notevole, inoltre, il seguente risult4to cui 
perviene l'illustre AutoreD col sussidio della s el/ktiche :
Dali 8 punti m.pll d'una r d'ordin# 3m cht dave a~ere un none punic m-p]o~ 
il lunge di questo none punic ~ una curva dell' ordlne j + (m), per la qualt clafcuno d#- 
gli 8 puntl dati ~ raultlplo ucondo ~ (m); dove 
cts~ndo p, q, r, . . .  i fattoH prlmi dd numcro m. 
Di pile: Ira lr curve dordit~ 3m dotate degli r nova punt[ raultipli dl grade 
.m, ~e ne tone la the hanna, inoltre, un punic doppio. 
Quest'ultimo teorema ~, invero, r in un altro, pi~ generale, dl ,ui mi 
limito a dare ['enunciate: 
| 
Un rattle di gentrr p con v punt[ bat~ (multlpll o umplic 0 ordlnari, amnutte 
v + 4 P - -  I punti doppi~ a]l'infuori dei ~unti bar~. 
(*) Veggasi : C 1 9 b s c h-L l n d r m a n n, l~'orlesungsn ~'~b,r G#on~tri6 t. I, p, 488, 
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In questa equazione il primo membro 6 posidvo.e hullo uuicg- 
mente per r 5 -= r 4 -= r, . . . . .  r~. Si ha dunque 
nC3rs-n) -DCrs- - .z ) - . rsCr ,  +r , )+~ +d>__o. (6) 
Supposto ora n >= r, + r, + r t e sostituendo, si ha I'ineguaglianza 
z (q -  r,r,) + 
la quale, essendo r, r, ~ ~,  ~ manifestameate assurda, eecetto che non 
,! abbia :
1 ~ r, = , t r , - - r s  m Ip 2 ~ D,mos  r t i f  r s - - r  ! 
Ne segue qaindi che all' infuori di questi due casi si ha sempre 
r, + r,-F rs>n.  
t ~ Se r, =- r, ~ r s .~ I, si ha evidentemente un sisJema llneam 
di curve dlittiche dd 3 ~ ordine con ~ ~ 3 punli base semplici. 
z ~ Sia D ,= o ,  r , -  r, . - r  3 ~ m. Si ha allora dalla (6) 
OSSii 
" (3" ;  - ") >_ o 
ht cul ~ 3m "- n unicamente per m - r, - .  r, . -  . . .  --  r~. Or In que- 
st'ultimo caso, in virt~ della (5), si ha 
d'onde 
vm=,  9 m, 
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Se ne conclude, che': ore in un fascio di curve llittid~e non sl abbia 
r, + r, + r~ ~ n, il fascio ~ necessariamente cosliluito da curve dell" or- 
dine 3m cos 9 punti base m-pli. 
Pos~iamo aduaque enuuclare il segue~te teorema: 
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T~ogr~A I. - -  Eccetto il caso di un fasclo d'ordine 3m con 9 punti 
base m-pli, in ogni altro sistema lineare di curve ellittiche d'ordine n > 3 
con v > 3 punti base ordinari, dati comunque, la somma ddle moltipli- 
cit~ dei tre punti basi pi?, elevati ~ maggiore dell'ordine del sistema. $i ha 
cio~ :
r, + r, + r 3 > n (7) 
d" onde 
r, + 2q > n, (8) 
3r', > n. (9) 
3. Segue immediatamente dal teorema precedente, the in ogni si- 
sterna lineare di curve dlittiche con punti base ordinari, dati comunque p 
in cui n > 3, v > 3, s~ ha 
D ~ 2 , , -  x. 0o) 
Infatti, supposto D > 2n-  i ,  in virtt~ della (j) si avrebbr 
il r162 6 assurdo, giar162 r, + r, + rs > n. 
4. Volendo ora dimostrare, per n> 3, v >__ 3, il teorema : 
r .<r~+r~+ . . .  +r , ,  (zx) 
basta ripetere il nostro procedimento del n ~ 6 (G 0. Si ha allora 
(~-2 ,  3 , . . .  , ' ) :  
OSSI~ 
J 
>_ 
a3 
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E per la relazione (4) : 
t 
Or siccome (Io) D ~ 2n - -  x, ne segue the 
:> + , -e , .  
1, 
Supposto om che il teorema non sia vero e the si abbia invece 
~e j  sostituendo si otterrebbe : < r , ,  
/I 
n r, > n (,z - -  2)  + x ; 
il ehe 6 assurdo, eccetto il caso r, == n - -  x : soluzione da escludersl 
per le curve di genere uno. Onde:  
T~ogEux H . -  In ogni sistema lineare di curve ellitticbe d" ordine 
n > 3 e dotato di v ~ 3 punti base ordinari, dati comunque, la moltipli- 
cith del /Junto base pii, elevato ~ sempre rainore della somma ddle molti- 
plicit~ del rimanenti punti base. 
5. Passiamo ora alia ridu;~ione del sistema [S]. 
Supponiamo, da prima, the i v pu,t i  base ordinari abbiano po= 
sizioni arbitrarie, affatto indipendemi ira di loro. In tal r applicando 
successivamente d lle trasformazioni quadratiche i r punti fondamen- 
tall r r tre punti base pi~ elevati, in virtih del Teorema I, 
dopo un numero finito a di sifhtte trasformazioni, se k ~> I ,  si per- 
verr/t necessariamente ad un sistema IS,], tale the il suo ordine 6 -- 3, 
owero tale the il numero dei suoi punti base 6 < 3. Ne segue ehe 
il sistema IS,], d'ordine minbno, sar:'t, evidentemente : 
z ~ un sistema lineare di curve ellittiche del ler;('ordine con v = o, I, 2, 
3, 4, 5, 6, 7 punti base semplici a distanxa l~nila, ovvero: 
2 ~ un sistema lineare di curve dlOtlche del quart" ordine con due iOuntl 
base doppi a dislan;~a finila. 
zT~ 
Se k ,= z l! processo ddla rlduzlone condurrh necessarhmente ad 
un fascio d'ordine 3m con 9 punti base m-pli (m ~ z). 
6. Nell'ipotesi the i punti base del sistema [S], tutti, o in parte, 
siano vincolati da legami geometrici determinati da curve, valgono iden- 
tlcamente l  considerazioni da noi fatte nel n ~ 7 (Gz), alle quali ri- 
mandiamo il lettore. 
7. Supponiamo finalmente the il sistema [S] abbia del punti base 
superiors Questo potrA allora considerarsi come il caso limite d'un si- 
sterna i cui punti base ordinari divengano infinitamente vicini [vedi 
(Gz), nota della p. z39]. Onde in tale ipotesi sussisteranno tuttavia i
Teoremi I e II. 
Analogamente a ci/5 che abbiam praticato nel n ~ 8 (Gz), prende- 
remo in esame il solo caso in cui non riesce possibile l'applicare una 
trasformazione quadratlca i cui punti fondamentali coincidano coi punti 
base pith elevati. E per6 supporremo the al punto base]-plo, della pith 
elevata moltiplicit.~, siansi avvicinati, infinitamente, in diverse direzioni, 
m punti base dei gradi i,, i,, . . . .  i., ( ]~ i ,~>i~> . . .  ~> i . ) ,  per 
guisa che ], (, i, rappresentino le tre moltiplici~ pith elevate del si- 
sterna. Sar:~ allora 
k 
da cui discende, pel Teorema II, la necessit~ che il sistema possegga 
altri punti base (uno almeno). I quali possono supporsi: z ~ a distan(a 
finita dal punto ]-plo, ovvero, 2 ~ tulti, o in parte, i~:nitamente vieini a2 
Ounto ]-plo sugli m i:pli rami di questo punto. Questi ultimi punti base 
li supporremo dei gradi h,, h,, . . .  , per guisa chr 
> h,>__ .... (') 
(') A s:anso di equivod facciamo notlre, the, in ordlnr alla riduzione dei si- 
stcmi lineari, il procedimeato che segue, dovuto al N 6 t h 9 r. pub soltanto zppll- 
carsl con rlgore, ore si pervenga prima a dhnostrare [come abbiam fatto nol per 
p ~ o e p ~ z, coll'ajuto dei teoremi IV (G,) e II della presente ricerca]~ the uno 
(almcno) del puntl base h-pli debba necessariamente esistere nel sistema. Di questa os. 
serva,-ionr non ~ tenuto aleun r nr menzionata M=moria del prof. B r r t i n i~ n o 9. 
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A. Sla] < n --  :z. Si pub ora dimostrare col procedJmento (~e! 
N6ther ,  da noi adoperato nel n ~ 8 (Gz), iI teorema : 
j + zb,> n. (i2) 
Supponiamo che il teorema non sia vero e che si abbia invece 
j + 2 b, ~ n. Poniamo 
I t t== $), ,  I t  ) 
D 
in cui s k ~ t ,  % ~ z. Segue allora 
, , - i  &> s,.i,, b, >,, , .  . 
- - - :  " - - "  2 
Cib posto, dalle (4) e 5) si ricava 
n' - -  D = j= + ~?.,~sk + 
2 ) 
daHe quali eliminando ~% : 
9 ( 
Or siccome (8) i , -  n- - j  > o, e d'altra parte 
2 
Z': >= 
ne segue the nella precedente ineguaglianza si pub rimpiazzare i~sj 
con j. Si ottiene allora : 
D > ".--i(2/--.+ D)+/(.--i-- 0 
|I the b assurdo. Infatd, mentre si ha 
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. - j - i ,>o ;  
d'altra parte, essendo ] + i, + i, > n ed i, + i~ <~i: 
2/>.; 
r essendo, per l'atmaIe ipotesi, ] < n - -  2 : 
n--JD>h. 
2 
Sara dunque ] + 2h, > n . C.V.D. 
Risulta immediatamente da questo teorema the : 
x o Se il punto h,-plo trovasi a distanza finita dal punto/'-plo, sar~ 
]+~+h x>n.  D'onde 2n- -O '+ i ,  +h,)<~n. 
2 ~ Sei l  punto h~-plo trovasi infinitamente vicino al punto #plo 
(in tal caso, neeessafiamente, sugli i~ r, mi d' un punto i~-plo, onde 
it ~> h3, sara/" + i t + h, ~> n (iIche esclude', nel tempo istesso, che 
detti tre punti/'-plo, ik-plo, h,-plo possano trovarsi n linea retta~. D'onde 
2n- - ( ]  + i~ + h,) < n. 
l~e segue q tlindi, the, nell' t2n caso e nell'altro, (~ sempre possi- 
bile di applicare una trasformazione quadratica che abbassi l'ordine del 
sistema. Si pervem~, dunque, necessariamente, ad uno dei sistemi d'or- 
dine mlnimo indicati nel n ~ 5, dove s'intenda the i punti base pos- 
sano risultare infinitamente vicini. 
B. Sia j ~ n - -  2. In tal caso il sistema posseder• necessariamente 
~n~2 
n - -  3 puntl base doppi. Di questi, s - -T -  possono avvicinarsi in- 
finltamente al punto (r--2~.pIo in diverse direzioni. Per n > 4 ne 
rimangono allora n~- -s> I ,  uno dei quali potr~, funzionare 
come il punto h,-plo pi~ sopra considerato. Ond' ,b the, in questo caso, 
la riduzlone ~. tuttavia attuabile come nel caso precedente. 
Dalla discussione precedente segue, finalmente, il teorerpa: 
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T~-o~A 1 I I . -  Q uah~nque sistema lineare di curve ellitticbe ~ rl- 
dudbile, per trasformazioni ~uadratiche, ad uno dd seguenti sistemi d'or- 
dine minimo :
l~er /~ > t : 
[E]. Un sistema lineare di curve ellittiebe del ter~'ordine con ,, .~ o, 
t, =, 3, 4, 5, 6, 7, punti base semplici, a distan~a finita o infinitamente 
v~'ni. 
[F] Un sistema lineare di curve dlittiche del quart" ordine con due 
punti base doppi, a distan.~a finita o infinitamente vicini. 
Per k - -  i ,  ossia D = o:  
[G]. [In fasdo di curve ddl'ordine 3m con nove punti base c~ grado 
m (Bert in i ,  loco citato). 
8. Ore si supponga che nel sistema [S] le curve non soddisfino 
ad alcun'altra condizione tranne quelle assorbite dai punti base, il Teo- 
rema III conduce immediatamente alla seguente proposizione : 
TEo~m, IV. - -  In qualunque sistema lineare di curve ellitticbe, de. 
terminato dai punti base, per il quale k > t , si ha 
9. Se il sistema [3"] 6 d'ordine pari ed in esso i gradi dei punti 
base (a distanza finita o infinitamente vicinl) sono tutti dei uumeri 
pari, egli 6 allora evidetite the il processo di riduzione non pub mai 
r n~ ad un sistema di ordine dispari, n6 ad un punto base 
di grado dispari. Onde in tal r sar2t necessariamente IF] il sistema 
d'ordine minimo. Si avr.~ per6 k : D ---- 8 seil sistema [3"] ~ supposto 
dato, unicamente, dai punti base. Cio~: 
TEORESiA V . -  [In sistema lineare di curve ellittiche, determinato 
dai punti base, per il quale l" ORDme ed i cax~t DI UOLTmtaCITk dei 
punti base (a distanz, a flnita o infinitamente vidn O sono tutti dei numeri 
PARt ~ 8-plamente infinito e tale che due curve qualunque s'imontrano in 
8 punti mobili, variabili col parametri del sistema. 
(~ Per/c  = t si ha D = o. Per D ~-- z non e$istr ,lcun ~istr Iincarr di 
curve cllittiche~ skcomr era da prcvedcrsi, 
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to. I1 sistema qualunque IS] sia completamente determinato dalle 
sue singolarit/t base [,,], [%], . . .  , [,~], date (*), comunque, nei punti 
as,%, . . .  , e,. Indichiamo con 
Cj il numero delle condizioni semplir r equivale per una curva 
algebrica generale, la condizione di possedere in un punto dato, la sitx- 
golaritA [%], data; 
/~ il numero delle intersezioni, confuse in un punto ,,, di due 
curve algebriche che hanno in comune la singolarit~ data [,,]; 
E~ 1' abbassamento del genere the la singolaritA [~] produce se 
essa appartiene ad una curva algebrica. 
Per un nostro teorema, dimostrato altrove (**), si ha allora: 
c ,  = 
Ne segue che: 
d'onde 
+ 
D 
2 Z_J 
Or sir pel Teorema IV, supposto k> r, si ha D ~/r;  ne 
segue che, in detta ipotesi, 
k = + ~t 
(') Intendiamo che una singolariO [r ~ data ove sian dat| in poskionr tutti 
I pumi mul@li (e semplir ordinari, [nHnkamente viclni e i punti di ramific~ionr che 
servono a comporla, Cos|, ad esempio) si dir.~ che una cuspide ~ data quando oltre 
al punto doppio ~ dato bens! il punto dl ramlf~caeione) H quale in tal caso determlna la 
dir~ione della tangente cuspidale. 
In partico|are la singolarit~ base [~'] pub essere un punto multiplo a tangentl 
dlstiate e variabiIi tutte) o in p~rte, col parametri del sistema; ovvero l'insieme di 
punti base semplici r etc. 
~') Sur uat que4tion r Its points rlnguliers des r algtbri~ue, pla. 
nes (Comple$ ReMus, t. CIII) 4 octobre i886) 
t8o 
il the esprlme, evidentemente, the in un sistema lineare di curve el- 
littiche, per 1r > t It singolarlt~ bast non amraatono legami di tale na- 
tura da produrre diminu~ione ,d numero totale ddle condi~ioni che si 
otternbbe ave ognuna di esse fosse impoaa per s~ sola. 
xt. Sia IT] un slstema lineare qualunque, de~aito dai humeri 
invariautlvi p, k, D e completamente d termlnato daUe singolarhR base 
~z], ~%], . "  , Icy]. Supponiamo, inokre, the il sistema [~ contenga 
uu sistema lineare IT'], di genere uno, ad un numero k I di dlmen- 
sioui, dove I < k' < k. Per ci6 che abblam tatto osservare he[ n ~ pre- 
cedente, le singolarit~ base del sistema [TI].non ammetteranno alcun 
legame che arrechi diminuzione neUa somma delle condizioni espresse 
da ognuna di esse presa per s~ sola. Ne segue allora, afortiori, che 
lo stesso a~'err~, per le singolarit~ base del sistema [T]. Onde, de- 
finiti i numeri C,, 2",, E, come al n ~ precedeme, si avr,~ : 
=n(n 2+ 3) - - [n ' - -D - - (  (n -  O(n- -2 ) - -P ) ]  = 2  D- -p  + I. 
Perveniamo, adunque, al seguente teorema: 
T~o~v,~, V I . -  Se un slstema Iineare, datrminato dal punti base, 
con~ne un sisuma lineare di curve dlitticbe di dimensioni > x, fra i 
.umerl k, p, D, the definiscono il sistema, esiste la rdaz/one : 
k+p--D--i =o. C) 
(*) In questo teorema la proprlet~ gli [enunchta nei Comp~ Rend.s (1. r 9 
nel teoremi IX 9 X (Gz), ~ estesa, come vedesi, ad un pi~ grau numero di slstemi 
lineari d[ genere p. Ma neanche qui ~ dimostrato the la restrizlone da nol impo- 
tm $1a ,eussaria. Sarebbe qulndl deslderabile che si 'possa pervonire ben presto ad 
enuur il teotemx ueRa sua form1 definitive. 
~Sz 
xz. Dal teorema precedente discendono importanti corollad in or- 
dine alia teoria dei sistemi di punti d' intersezlone delle curve algebri- 
ch.- e alla geometria sopra una curva algebrica. 
Ci riserbiamo di trattare partitamente siffatte questioni in una pros- 
sima pubblicazione. Pur nondimeno reputiamo utile di eaunciare in pro- 
posito, fin da ora, alcune proposizioni fondamentali, le quali si possono 
riguardare come estensioni, alle curve dotate di singolarlt.'t qualunque, 
dei notiteoremi di Gergonne,  Plt icker,  Jacobi  e Cay ley ,  sui 
sistemi di punti d'intersezione ddle cuv,'e algebriche generali. 
Premettiamo alcune definizioni. 
Siano [~,], [~,], . . .  , [~] delle singolarit.~ di curva algebrica, ben 
definite e date, comunque, nei punti ~,, ~ ,  . . .  , %. 
Siano inoltre I , ,  ~, le caratteristiche della singolarit~ [~j] definite 
come al n ~ Io. 
In ci6 che segue intendiamo ccuparci delle curve C, dotale ddle 
singolarit~l date [~.] e il cui ordine m non sin inferiore ad un certo lhnite e, 
imposto dalla condizjone che il sistema lineare [C.], determinato dalle sin- 
golarith base [~r], ammetta un sistema liheare di curve ellittiche di di- 
mensioni 2> r (*). 
Ore occorra, indicheremo con F, qualunque ahra r d'ordine 
l, non appartenente alia famiglia delle C 
I3. Per due curve siffatte C. ,  C., degli ordini m, n, ovvero pei re- 
lativi sistemi lineari [C.], [C,,], siano, rispettivamente, k . D_,  p .  ; 
k., D . ,  p. ,  i numeri inv;~rianti, analoghi a k, D,  p ,  definiti come 
al n ~ I .  
Ind{chiamo inoltre con D.,, il numero ddle ulleriori interse(ioni delle 
curve C . ,  C,,, all'infuori di quelle assorbile nei punti ~j, dalle singo- 
laritb [~,]. 
(') R ovvio il far notare, r ore si pervenga a trovare la minima restrizioae 
cui 6 suseettibile il nostro teorema sui sistemi lineari di genere p t gli eaundati r162 
seguoao non potrebbero ehe aequist~rne maggiore generat/tL 
Z4 
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Si avranno allora le relazioni seguenti : 
D.. = m" - -Z '  I , D.. = n" - -Z  I , 
- -Z I  -.., (. -- m) Jr D.,. - ,, (m -- n) + D.., D.. fJ;n 
D,,,., -- D.. = m: - -n :  
= ' - = ' ( . -  ,)(.- : ) -~E p. -~ (m ,) (m -- 2) ~ Z E, p. -~ 
E pel Teorema VI:  
k . , . -D . , . , - -p , .+  t ,  
k. = D. . - -p .+ x, 
k.--k.=(m..--m..)--@,.--p.).  
t 4. Ci6 premesso, dimostreremo la seguente proposiz ione:  
d' ordine m con Dd D.,. punti d" interse~,ione di .no curva C . ,  ) 
una curva data C., d'ordhte n: 
x ~ mC.- . , )+p.-z( ' )  
sono determinati dai rimane.ti. 
a) S iam <n.  Vi sono allora, cvidentemente, k .  =,D. . - -p .+ z 
m) 
(~ o~.e~o 9,. (. - ,.) + § [,. (,. - 3) - .  ( ,  - 3)] +P .  - t. 
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punti d' intersezlone datl, i quall determlnano r la eurva 
C,., 9 perb tutti gli ahri punti d'intersezion% il cui numero 
D,.. -- (D , . . , -  p,. + ,) - m (n -- m)  -I" p,. -- z. 
b) Sia m ~ n. In tal caso facciamo sservare the tutte le curve Ct. ,  
d'ordine n, formano un sistema tineare [ C.]  di dimensioni k,,.= D.,,--p,, + r, 
il quale determina sopra una qualunque di esse, e nella specie sulla 
curva data C. ,  una serie lineare r ~ [GD] di gruppi GD di D 
punti: tale, r clae dati ad arbitrio, sulla curva C,,, D . . -  p. punti 
completamente d terminato il gruppo a cui essi appartengono, e perb 
i rimanenti punti, il cui uumero ~ D. . -  (D . , , -  p.) = p,,. Talch~ :
Dei D.,, punti d'interse~io.e di &,e curve C,,, C . ,  ddl'ordine n, p. 
sono &terminati dai rhna.enti. 
= ' " z) (n 2), D. .  ~.. n' Come caso partlcolare, posto p. 7 ~n - -  - -  
si ha il noto teorema: ~ Degli n' punti d' intersezione di due curve 
~, generali dell' ordine n, ~- (n - -  z) (n - -  z) sono determinati dai ri- 
~, maaemi ~ n(n + 3") - -  t (*),,. 
c) Siam > n. Indichlamo con C,. == o, C,, = o le equaz[oni ddle 
curve C.,, C.. Adoperando un noto procedimento (**), invece dell'equa- 
zione C,,, = o, consideriamo l'equazione 
C'..-C,,,+ E,,_.C,,=o, 
dove F,._. = o rappresenta una curva getaerale dell'ordine m- .  the 
non passa per i puuti ~;,, e perb contiene ~ (m- -n  + 0("  - -  n + ~) 
r arbltrari. Egli ~ allora evidente che questi uhimi coefficienti 
possono essere scehi in guisa da annullare un egual numero di coef- 
ficienti della funzione C',.. Ne segue dunque che senza alterare il si- 
(~ P I n c k e r : ..lnalytisch-gumetr~rd~r Entwickl.,lg~., t. I, Essen z828, p. 2z8; 
dn.al.'t de Gergon.e, t. XIX,  p. 97 r 129" 
(*~ Veggasi : C l  r b s c h-L ita d r m a n ta, loco tit tto, t. I, p. 416. 
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sterna dei punti d' intersezione, sl pub sostkuire alla curva C,, una curva 
speciale 
c',,,=c,.+ r,,,_.C.=o, 
la quale dipende soltanto da 
k,. - § (m- - .  + 0 (" - "  + ~) 
"/L. -.I',. + x - § (,. - .  + 0 (" - " + 2) 
=~ D, ,  - -p ,  
r arbitrarie. Quest'ultima r 6 quindi determinata da D,,--p, 
punti. E per6 : dad Dr,. ~ p,  punti d' intersezione delle Curve Cl,., C,, 
i rimanenti, p , ,  ne sono conseguenza; il che sussiste bensi in rlguardo 
aUe curve C,,, C., dappoich~ i punti d' intersezione sono i medesimi. 
1~ cost completamentr dimostrata l'enunciata proposizione. 
Nell' ipotesi m > n, si ha, ia particolare, il teorema: a Ogni curva 
generale d' ordine m descritta per mn - -  § (n - -  x ) (n  - -  :~) punti 
dati di una curva generale d'ordine n < m, incontra questa in al- 
tri ~ (n - -  x) (n - -  z) punti fissi (*) ,,. 
x~.:Osserviamo ora the i humeri 
m(, - - , , )+p. , . - - i  e ,~.. 
i quali ind.lcano, rispettivamente, pei casi m < ned  m > n ,  quanti 
punti d' intersezione dells r data C. con una r C,. sono de- 
termlnati dai rimanenti, sl r ore si ponga m - n - -  x, ovve- 
ro m ~ n - -  2. Ne segue quindi the per m > n - -  3 possiamo rite- 
n~re sempre il numero p . ,  il quale ~ compktamente indipendente dam. 
Possiamo adunque enunciare il seguente teorema: 
(') J a c o b i : De rr quor locum h.~bere debent inttr puncta intcrtectiontt 
duarum r etc. ( Crdlr JournM, t. XV  , I816, p. 285); P 1 ttr k r r', ibid., 
h XVI, p. 47). 
T"oa~t ,  VII. - -  Dd D.,. punti d' interse,p'one di ,na curva C., 
d'ordine m, con una turva data C., d'ordine n, il numero deipunti de. 
terminati dagli altri ~ : 
I* m(n~m) + p . , - .  z, st m <n - - z  ; 
2 ~ p , ,  se m ~ n - -2 .  
z 6. Se delle D.,., intersezjoni di due curve C.,, Cl.,, degli ordini m 
r hi, D,.. giacciono in una r C. d'ordine n < m, le rhnanenti 
D . .  - -  D. .  .= m(m - -  n) saranno in una curva F._. d' ordine m - -  n. 
In fatti, per 
=~(m - -n ) (m- -n  + 3) = D,. . , - -  D , . . - - (p . , - -p . )  
degU m (m - -  n) punti residuali descriviamo una curva F.,_,,, di ordine 
m M n. Allora le due curve 6", ed F,,,_,, formeranno un luogo com- 
posto & , , ,  dell' ordine m, il quale passa per 
D, . , ,+~,=D, . . , - -p , , ,+p .  
punti. Poich6 D~,m - -  p., + p. >___ D .... - -  pro, ne segue the detto luogo 
passer,i per tutti gli altri punti residuali. Or siccome questi ultlmi non 
possono appartenere alla curva C,,, ne segue the saranno necessaria- 
mente sulla curva F,,,_~. Cio6, la curva F,,,..., bert determinata, con- 
tiene tutti gli m (m ~ n) punti residuali delle curve C,., C . .  C, V. D. 
Come caso particolare si h.t il teorema : ~ Se delle m* interse- 
c, zloni di due curve genetali dell'ordine m, mn giacciono in una curva 
generale dell'ordine n < m, le rimanenti m (m - -  n) saranno in una 
curva d'ordine m - -  n (*) ,~. 
Dalla superiore proposizione dal Teorema VII per m > n ,  segue 
the : 
T~ORZM~. VI I I .  ~ Se delte D.,., intersez, ioni di due curve C,., C . , ,  
d'ordine m. D,.. M p,, giacciono in una curva C,, , d' ordlne n < m,  ~ue- 
(*) G r r g o n n e : Sur quelques lois g~n~rales qui rJgissent les llgnes et 18: sur. 
faces alg&riques (dnna~ d~ Mathlmatiqucs, t. XVII, z8z6-tSz7, p  2z4-2S~). 
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sta ne r altre p. , e le rlmancna D,,,,. - -  D . .  - m (m - -  n) sa. 
ranno in una curva F,._,, d'ordhze m ~ n. 
x7. Unltamente aUe curve C,~ e C. consideriamo una terza r 
C~, dell'ordine q, appartenente alla stessa hmiglia, e definita dai nu~ 
reed k,, D,~, p~. 
Posto i ,  ] =" m,  n,  q si hanno allora le relazioni :
= 
' (i - 0 (i - 2) - ~ E ,  p, .= ;. 
k I =D,~- -p l+ t ;  
daUr quail ricavansi le formole :
3,1 - i O" - 0 + D,, = J q - -D  + D, ,  
h, , - -D i l . .=e- - j "  , 
p, -p ,  = § [ ; ( i -  ~) - i0" -  3)], 
k , -  k; - D, , - -  Oj, -- Cp,-- p;) 
D,, - G - Cp, - p,) = § (; - -  D (; - i + s). 
T"OReMA IX . -  Date due curve l'una C.. d'ordine m, l" altra C. 
d'ordine n < m, u ddle lord Din. intersezioni ve ne sono 
X = h . .  + Dm--  D . .  - - (p .  + p, - -p . )  
situate sopra una r Cq d" ordine q < m (m ~ n + q --  9), questa ne 
r allre D., ~ X ; e le rimanentl D. ,  - -  D., *. n (m - -  q) saranno 
sopra una r F,,,..~ d'ordine m-  q. 
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Infatti : fra le D,,q - -  D,~ - *  q (m - -  n) intersezlonl delle curve 
C~, C .  non comuni a 6',, se ne prendano 
F' '=' § ( m - -  n) (m - -  n + 3) = D,.,. - -  D,.. - -  (p,. - -  p.) 
e per esse si descriva una r Fr,_, deU'ordine m-  n. Si avranno 
allora due luoghi d'ordine m della data f2miglia di curve : l'uno 6 6' , ,  
l'altro ~ 6', + F,,_;. Or siccome h curva C~ contiene 
intersezloni di detti due luoghl, in virt6 del Teorema VIII ne conterr~ 
altre pq, cioc ~ : 
o.q-x 
comuni a C,,, C. e 
p~-  (D ,q -  X) = q (m - -  n) - -  ~t 
comuni a Cr,, F,,.., ; e tutte le rimanenti ntersezioni saranno in una 
curva Fr,~ d'ordine m-  q. C. V. D. (*). 
Oltre alia condizione the m sla almeno eguale al pih grande dei 
due numeri n e q,  la dimostrazione precedente richiede benst che sia 
m - -  n < q. Perch~ se m - -  n ~ q egli ~ evidente the non sarebbe pos- 
sibile di descrivere h curva ausiliare Fr-_. d'ordine m a, , - -  n ,  comple- 
tamente determinata da punti sltuati, tutti, sulla curva C~, d'ordine q. 
Tuttavia per m =, n + q - -  ted  m -- n + q -- 2 il teorema non ha 
alcun significato. Inf:atti, essendo 
Dm~ = D,,~ + e (m - -  n),  
sl  ha  
Dr, .  - -  D. , .  - -  p,.  + p .  --- ~ (,n - -  n) (m - -  n + 3) ,  
X ~ D,~ - -  -~ (m - -  n) (2q - -  m + n - -  3) - -  P~. 
(') Per quest= dlmostrasione veggad h r Memoria dr C r e m o n t: 
Introdu~ionr ad una teorla gemaarica ddle curve plan4 n ~ 44. 
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Posto m =. n + q - -  ! ,  owero  m =, n + q - -  2 ,  in ambo i casi 
si ottiene 
x = o~ + §  0 ( r  2 ) -~, .  
Or siccome -~ (q - -  I) (q - -  2) - -  pq ~ > o (e soltanto .= o ore 
trattlsi di curve generali), ne segue the ), ~ D,q. Riteniamo pertanto 
la condizione m <~ n + q - -  3. 
x8. Dal teorema precedente segue che i X punti dad comuni alle 
curve C , ,  C,, C~ individuano altri D,~ - -  X punti comuni alle curve 
medesime. Tutti questi punti sono pienamente determinati dalle curve 
C,, ~ indipendeatemente da C.,. E perb: 
T~oRr.~ X . -  Quahmque curva C., d'ordine m descritta per 
X =, D,,,. + D,.~ - -  D,,,  - -  (p. + p , -  p.,) 
intrtuzioni di due curve C, , C~ , degli ordini n e q (n < m,  q < m,  
n + q --  3 >_ m) passa anche per tutti gli altri punti comuni a queste 
Cltfllr 
Come caso particolare, posto D. , , .  = m" ,  D . , .  = mn , D m .= mq ,
p. ,= ~- (m- -  I ) (m- -z ) ,p .=-~ (n - -  I ) (n - -2 ) ,  
P, = " (q  - 0 (q -  2), 
si ha il noto teorema di C a y I e y : 
Qualunque curva generale d'ordine mche passa per 
nq-  -~ (n + ~ - m - z)(n + q - m - 2) 
intersezioni di due curve generali degli ordini n, q (n < m, q < m, 
~t mam __< n + q ~ 3), passa anche per tutti gli altri punti comuni 
a queste curve (*) ~. 
(*) G a y I e y, Cambridge atul Dublhl Matbenatlcal fo~lal, t. lrI, t 843, P. 2 t I. 
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xg. Se nel Teorema X poniamo q ~ n, si ha inoltre la seguente 
proposizione : 
Tuoitv.ux XI. - -  Se f ia i D.. punti base di un fascio di curve C,, 
d'ordine n, ve ne sono 
= 2 (D . . , ,  - -  p , , )  - -  (D,, , , , ,  - -  p . , , )  
in una r C,., d'ordine m,  dove n < m ~ on, questa curva con- 
terrlt i rimanenti D..  ~ ~ punti base (*). 
2o. Quest'ukimo teorema permette di estendere alle curve C dotate 
di singolarit.~ qualunque, i teoremi di Chas les  e de Jonqu iSres  
sulla generazione delle curve algebriche. A tale scopo, ore si seguano 
gli stessi procedimenti adoperati dal signor L indemann pe! caso di 
curve generali (**), si perviene facilmente a nuovi teoremi, fra i quali 
notevole il seguente : 
TEo~u~ XII. - -  Se in una carva data Cm , d'ordine m,  si vogliono 
determhmre i D,, n punti base di un fascio di curve C., d' ordine n ~ m, 
degli stessi se ne possono prendere ad arbitrio : 
D, . , . - -p . ,  - -  2 n (m - -  n) se m < 2 n. 
D,,. - -  up. se m > e n. 
( ') Per il caso di curve generali, in r 
= n '  - ,'- ( .n  - , .  - 0 ( :n  - m - 2 ) ,  
veggasl (21 9 b s c h - L i n d e m a n n, loco citato, t. II, p. 760. 
(i'*) G lebsch-L indemann,  loco r t, lI, p. 753"764. 
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